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Вступление 
Микроволновая томография или микроволновая  визуализация (micro-
wave imaging, microwave tomography, inverse scattering – англ.) – метод 
определения внутренней структуры (распределения диэлектрической, маг-
нитной проницаемости, проводимости) исследуемого объекта по значени-
ям электромагнитного поля рассеянным данным объектом. Данный метод, 
как и метод электоримпедансной томографии, применяется для определе-
ния электрических свойства исследуемого  объекта. Различие между дан-
ными методами заключается в диапазоне применяемых частот, если элек-
торимпедансная томография использует частоты до 10 МГц и задача фор-
мулируется относительно скалярного потенциала и тока [1], то в микрово-
лновой визуализации применяются частоты в диапазоне 0.5–10 ГГц [2] и 
необходимо решать задачу рассеивания электромагнитных волн.  
Метод микроволновой визуализации обладает рядом преиму-
ществ [2,3] по сравнению с другими методами томографии: 
– «здоровые» и «больные» биологические ткани характеризуются диэ-
лектрическими свойствами, которые значительно различаются, что спо-
собствует их идентификации, в отличие от рентгеновской томографии, ко-
торая «не видит» электрических свойств объекта; 
– безопасность – используется излучение низкой мощности, что даѐт 
возможность частого и безопасного мониторинга за состоянием пациента 
(в отличие от рентгеновского излучения); 
– низкая стоимость и компактность аппаратуры (преимущество отно-
сительно магниторезонансной томографии); 
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Именно значительный контраст в электрических свойствах биологиче-
ских тканей способствовал развитию данного метода для медицинских це-
лей. Например, контраст  между здоровой тканью молочной железы и опу-
холью лежит в пределах (2...5) :1 [4], что помогает диагностировать забо-
левания на ранней стадии, когда другие методы ещѐ являются менее чувс-
твительными. Медицинское применение  микроволновой томографии 
включает в себя [2, 5]: мониторинг за температурой тканей при лечении их 
гипертермией, диагностику сердца, головного мозга, костной системы, и 
наиболее развивающиеся направление – диагностика рака молочной желе-
зы. 
Прямая и обратная задачи микроволновой томографии 
При решении задачи микроволновой визуализации можно выделить 
два этапа: решение прямой и обратной задачи. 
Прямая задача – определение поля, рассеянного исследуемым объек-
том, при заданных источниках и известной внутренней структуре объекта.  
Поскольку, большинство реальных объектов – трѐхмерные поперечно 
и продольно неоднородные, то для их анализа необходимо применять вы-
числительные методы электродинамики [6–9]. Следует отметить, что вы-
бор метода зависит от конкретно поставленной задачи, и может быть субъ-
ективным, поскольку на него влияет опыт знания и навыки конкретного 
человека. В работах [3; 10–12; 13 с.147-194] для решения прямой задачи 
используется метод конечных элементов и метод конечных разностей, с 
применением граничных условий для ограничения бесконечного про-
странства. В [11] приведено сравнение численной эффективности методов 
конечных элементов и конечных разностей при решении задачи микровол-
новой визуализации. В [14–17] для решения прямой задачи применѐн ме-
тод интегральных уравнений, также возможно применение гибридного ме-
тода – объединения метода конечных элементов  с методом интегральных 
уравнений [3]. 
Поскольку анализ задачи в трѐхмерной постановке является численно 
затратным, то часто рассматривается двумерная модель [13 c. 151] – иссле-
дуемый объект и возбуждающий источник считаются продольно однород-
ными (независящими от одной координаты). Понятно, что двумерная ма-
тематическая модель является приближением при анализе продольно не-
однородного объекта, поэтому в [18] определяется область применения 
данного упрощения.  
Обратная задача – определение распределения внутренней структуры 
(распределения комплексной диэлектрической проницаемости) объекта 
исследований по измеренным значениям поля вокруг данного объекта.  
Основные трудности при решении обратной задачи заключаются в том, 
что она является нелинейной и плохо обусловленной (ill-posed – англ.).  
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Нелинейность отображает нелинейную зависимость диэлектрической 
проницаемости от измеряемых значений поля вокруг объекта исследова-
ния, и является результатом рассеивания электромагнитного поля. В связи 
с этим, задачу  микроволновой томографии необходимо решать в трѐхмер-
ной постановке [13 с.151], поскольку расположив источники в поперечном 
сечении объекта, поле будет взаимодействовать со всем объектом целиком, 
а не  с выбранным сечением (в отличие от рентгеновской томографии, где 
«прямолинейными» Х – лучами, можно исследовать узкий срез объекта). 
Для того чтобы свести задачу к двумерной, исследуемый объект и возбуж-
дающий источник должны быть продольно однородными (независящими 
от одной координаты). 
Задача называется плохо обусловленной по-Адамару [19 с.16; 20 
гл.1.1], если не выполняется, хотя бы одно из трѐх условий: 
– решение задачи существует; 
– решение однозначно; 
– решение – устойчивое, то есть непрерывно зависит от входных данных. 
В отличие от прямой задачи, решение обратной задачи неоднозначное 
и неустойчивое, то есть одному набору измеренных данных может соот-
ветствовать несколько решений, причѐм незначительные изменения исхо-
дных данных (например, влияние шума) может привести к сильному изме-
нению выходных данных – неустойчивость решения. Для того чтобы ре-
шить плохо обусловленную обратную задачу применяют методы регуляри-
зации [3]. 
В математической форме обратную задачу можна сформулировать как 
задачу оптимизации [3]: 
 
2
meas calc
( , )
min (r ) r , ( , )i i
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E E x y

  , (1) 
то есть необходимо найти такое распределение комплексной диэлектриче-
ской проницаемости (x,y) , которое минимизирует разность между изме-
ряемыми значениями поля - (r )meas iE  в точках расположения приѐмных 
антенн ri  (в отсутствии экспериментальных данных, посчитанными при 
искомом распределении), и  посчитанными (r , (x,y))calc iE   для заданного 
распределения (x,y) .  
После линеаризации (1) с применением методов регуляризации, поиск 
(x,y)  можно свести к итерационной процедуре Ньютона-Гаусса [3, 21]: 
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

 – матрица чувствительности (Якобиан), которая отоб-
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ражает изменение поля к изменению параметров объекта; численно эффек-
тивный метод вычисления Якобиана на основании теоремы взаимности 
приведѐн в [10, 12]; 
E (r ) (r , (x,y))n meas i calc i nE E     – разница между измеренными значе-
ниями поля и посчитанными для заданного распределения (x,y)n ; 
,R   – матрица и коэффициент регуляризации, для выбора которых мо-
жно применить методы, приведѐнные в [3,14]; 
Применяя (2) на каждой итерации, получаем новое распределение 
1(x,y)n , до тех пор, пока разность (квадрат нормы) между измеренными 
значениями поля и посчитанными для заданного распределения (x,y)n  не 
станет меньше заданного уровня  : 
 
2
2
(r , (x,y)) (r )calc i n meas iE E    . 
Во избежание неверных результатов [19 с.33; 20 гл. 1.11] (inverse 
crimes – англ.) решения обратной задачи, при отсутствии эксперименталь-
ных данных, необходимо: 
1. Учитывать шум в  данных, которые моделируют эксперименталь-
ные – (r )meas iE ; 
2. Использовать различную сетку разбиения объекта при решении пря-
мой и обратной задачи; 
Экспериментальные макеты 
Приведѐм обзор некоторых экспериментальных макетов созданных для 
диагностики объектов методом микроволновой визуализации.  
Возможно, наиболее передовая группа по разработке методов и аппа-
ратуры для диагностики рака молочной железы методом микроволновой 
визуализации - Dartmouth College (USA) [3, 22]. В [22] на основании экспе-
риментально полученных данных решается трѐхмерная задача с использо-
ванием метода discrete dipole approximation – англ. для решения прямой 
задачи, что позволяет произвести вычисления матрицы чувствительности в 
аналитическом виде, сокращая при этом время решения обратной задачи. 
Получены следующие результаты: время сбора данных менее 2 минут, ре-
шение обратной задачи - менее 20 минут, разрешающая способность – 
0.5 1 см на частотах 1.1 1.5 ГГц.  
В [23] приведѐн обзор работ и экспериментальных макетов  по микро-
волновой визуализации, разработанных в университете Манитобы (Кана-
да). С помощью одной из этих установок в [24] произведено эксперимен-
тальное исследование руки человека.   
В датском техническом университете создан экспериментальный макет 
для диагностики молочной железы [16], при этом прямая задача решается 
методом интегральных уравнений, а обратная – методом Ньютона. 
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Сравнение различных методов решения обратной задачи в двумерной и  
трѐхмерной постановках с использованием экспериментальных данных 
приведено в [25].  
Обзор некоторых других экспериментальных установок можно найти 
в [4]. 
Постановка задачи 
На данный момент микроволновая визуализация находится на этапе 
развития, следовательно, актуальным является разработка и реализация 
численно эффективных математических методов решения прямой и обрат-
ной задачи с последующей экспериментальной проверкой полученных ре-
зультатов.  
Авторы этой статьи предлагают применить метод разложения полей по 
собственным функциям для решения прямой задачи микроволновой томо-
графии. Преимуществом данного подхода является численная эффектив-
ность: 
– при расчѐте продольно однородного объекта за счѐт известной зави-
симости поля от продольной координаты – j ze   задачу можно свести к 
двумерной (при этом источник может быть трѐхмерным); 
– расчѐт поперечно и продольно неоднородного объекта методом раз-
ложения полей по собственным функциям  численно эффективнее, чем с 
применением других численных методов [26 с. 365]; 
Данный подход предлагается применить в [13 с.161] для расчѐта про-
дольно однородного открытого (неэкранированного) диэлектрического  
объекта. Сложностью в данной постановке является необходимость учѐта 
непрерывного спектра волн излучения [27] открытой диэлектрической 
структуры.  
Задача микроволновой  визуализации для поперечно однородного про-
дольно неоднородного объекта кубической формы с металлическими стен-
ками решается в [28] методом разложения поля по собственным функциям. 
Из-за однородности параметров в поперечном сечении и простой формы 
объекта, решение прямой задачи можно найти в аналитическом виде. 
В [29] показано, что  при решении трѐхмерной задачи электроимпедан-
сной томографии с продольно однородными параметрами численно эффе-
ктивнее решить «набор» двумерных задач (аналог разложения полей по 
собственным функциям в электродинамике), чем задачу в трѐхмерной пос-
тановке. 
Для реализации метода разложения полей по собственным функциям 
при решении задачи микроволновой томографии предлагаем следующую 
последовательность действий: 
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– Выбрать экранированную 
модель исследуемого объекта – 
рис.1 [30], что позволит не учи-
тывать  волны излучения не-
прерывного спектра. Преиму-
щества экранированной модели 
и сравнение с неэкранирован-
ной приведено в [31]. На нача-
льном этапе рассмотреть попе-
речно неоднородный продоль-
но  однородный  объект с даль-
нейшим усложнением к попе-
речно и продольно неоднород-
ному; 
– Решить задачу на собст-
венные значения. Поскольку рассматриваемый объект - поперечно неодно-
родный с произвольной формой, то для решения задачи на собственные 
значения необходимо применять численные методы, например, метод ко-
нечных элементов [32]; 
– Представить поле в виде суммы собственных волн (найденных на 
предыдущем этапе).  Для корректного представления поля необходимо 
учитывать все типы волн, которые могут существовать в заданной струк-
туре [27]. Для определения амплитуд собственных волн можно воспользо-
ваться леммой Лоренца [6 с.187; 33 с.297-306; 34 с.212], или аппаратом те-
нзорной функции Грина [35]; 
На основании полученных данных решить обратную задачу. 
Выводы 
Показана целесообразность применения метода разложения полей по 
собственным функциям для решения задачи микроволновой томографии. 
Данный подход к решению поставленной задачи применялся только в [28], 
где рассматривался упрощенный  объект исследований.  В данном направ-
лении авторами проделана определѐнная работа: в [36] решена задача на 
собственные значения для  поперечно неоднородного открытого диэлект-
рического объекта, в [21] решена задача микроволновой визуализации для 
двумерного экранированного объекта. Для развития данной темы, авторы 
предлагают исследовать модель  в виде  экранированного поперечно и 
продольно неоднородного  объекта, применяя метод разложения полей по 
собственным функциям.  
Ожидаемые результаты от реализации предложенного метода: 
– повышение точности при анализе продольно однородного объекта, 
по сравнению с задачей в двумерной постановке [10]; 
– повышение численной эффективности при расчѐте трѐхмерных объе-
 
Рис.1 Исследование экранированного объекта 
методом микроволновой томографии 
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ктов (поперечно и продольно неоднородных) по сравнению с другими чис-
ленными методами [26 с. 365] 
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Горб М. С., Гусєва О. В. Застосування методу розкладу поля за власними 
функціями в мікрохвильовій томографії. Наведено опис та огляд літератури з  ме-
тоду мікрохвильової візуалізації. Запропоновано алгоритм вирішення задачі мікрохви-
льової томографії із застосуванням методу розкладу  поля за власними функціями для 
розв’язку прямої задачі. Об'єктом дослідження є екранований (для обмеження області 
розрахунку та уникнення врахування хвиль випромінювання неперервного спектра) по-
перечно неоднорідний об'єкт, з можливістю подальшого ускладнення до поперечно та 
поздовжньо неоднорідного. Очікувані результати при реалізації даного підходу: підви-
щення точності при аналізі поздовжньо однорідного об'єкта в порівнянні з задачею в 
двовимірній постановці, підвищення чисельної ефективності при розрахунку тривимір-
них об'єктів (поперечно і поздовжньо неоднорідних) порівняно з іншими чисельними 
методами.  
Ключові слова: мікрохвильова томографія, мікрохвильова візуалізація, метод роз-
кладу поля за власними функціями 
 
Горб Н. С., Гусева Е. В. Применение метода разложения поля по собственным 
функциям в микроволновой томографии. Приведено краткое описание и обзор лите-
ратуры по методу микроволновой визуализации. Описан алгоритм решения задачи 
микроволновой томографии с применением метода разложения поля по собственным 
функциям для решения прямой задачи. Объектом исследования является экранирован-
ный (для ограничения области расчѐта и во избежание учѐта волн излучения непре-
рывного спектра) поперечно неоднородный объект, с возможностью дальнейшего 
усложнения к продольно неоднородному.Ожидаемые результаты при реализации дан-
ного подхода: повышение точности при анализе продольно однородного объекта по 
сравнению с задачей в двумерной постановке, повышение численной эффективности 
при расчѐте трѐхмерных объектов (поперечно и продольно неоднородных) по сравне-
нию с другими численными методами.  
Ключевые слова: микроволновая томография, микроволновая визуализация, метод 
разложения поля по собственным функциям  
 
Gorb M. S., Guseva E. V. Application of eigenfunction expansion method to the   mi-
crowave tomography. 
Introduction. Literature review and description of the microwave imaging are presented. 
Advantages, application, description of experimental setups, and methods for solving forward 
and inverse problem are underlined. 
Methods. Algorithm for solving the problem of microwave tomography using eigenfunc-
tion expansion method is described. Object of research is shielded (to limit the area of calcu-
lation and avoid accounting radiation waves of the continuous spectrum) transversely inho-
mogeneous objec, with the possibility of further complications to the longitudinally inhomo-
geneous object. Method of eigenfunction expansion for solving forward problem of micro-
wave imaging is proposed.  
Expected results. Improving accuracy of calculation longitudinally homogeneous object, 
compared with the two-dimensional problem, numerically effective calculation of the three-
dimensional objects (transversely and longitudinally inhomogeneous) in comparison with 
other numerical methods are the expected results. 
Keywords: microwave imaging, microwave tomography, eigenfunction expansion meth-
od  
 
